Métricas rotacionalmente invariantes y el problema de Steklov by Montaño Carreño, Óscar Andrés
∮
Revista Integración
Escuela de Matemáticas
Universidad Industrial de Santander
Vol. 32, No. 2, 2014, pág. 117–128
Métricas rotacionalmente invariantes y el
problema de Steklov
Óscar Andrés Montaño Carreño∗
Universidad del Valle, Departamento de Matemáticas, Cali, Colombia.
Resumen. Bajo condiciones en el signo de la curvatura de Ricci, encontramos
cotas para el primer valor propio de Steklov en una bola n-dimensional dotada
con una métrica rotacionalmente invariante.
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Rotationally invariant metrics and the Steklov problem
Abstract. Under conditions on the sign of the Ricci curvature, we find bounds
for the first Steklov eigenvalue, in a n-dimensional ball endowed with a rota-
tionally invariant metric.
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1. Introducción
Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional, compacta, conexa y con borde
suave ∂M ; dada una función u ∈ C∞(∂M), sea uˆ la extensión armónica de u, es decir, uˆ
es la única solución del problema
{
∆guˆ = 0 en M,
uˆ = u sobre ∂M.
El operador Dirichlet-Neumann es el operador definido por
L : C∞(∂M)→ C∞(∂M),
Lu =
∂uˆ
∂η
,
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donde η es la normal unitaria exterior a ∂M . L es un operador autoadjunto no negativo
en L2(∂M) con espectro discreto
0 = ν0 < ν1 ≤ · · · ≤ νk ≤ · · · ,
con νk tendiendo a infinito. Los valores propios para este problema fueron estudiados
en 1902 por Steklov [13] y son a menudo llamados valores propios de Steklov. El primer
valor propio no cero ν1 de L es conocido como el primer valor propio de Steklov y está
caracterizado variacionalmente por
ν1 = mı´n
ϕ∈C∞(M)
{∫
M
|∇ϕ|2 dυ
∫
∂M
ϕ2dσ
:
∫
∂M
ϕdσ = 0
}
. (1)
Para la bola n-dimensional unitaria B1(0) ⊂ Rn los valores propios de la función
Dirichlet-Neumann son νk = k, k = 0, 1, 2, ..., y las funciones propias están dadas por el
espacio de polinomios armónicos homogéneos de grado k restringidos a la esfera (n− 1)-
dimensional Sn−1. Las funciones coordenadas {x1, · · · , xn} son funciones armónicas con
grado de homogeneidad uno, y ellas son funciones propias correspondientes al primer
valor propio de Steklov sobre la bola unitaria. El primer valor propio de Steklov sobre
la bola n-dimensional de radio r > 0 es ν1(Br) = 1r , y el correspondiente espacio propio
es el generado por las funciones coordenadas.
Una forma práctica de plantear el problema de Steklov es encontrar una función
de temperatura ϕ, en estado estacionario sobre M , tal que el flujo en cada punto de
la frontera sea proporcional a la temperatura en dicho punto, es decir, encontrar una
solución del problema
∆gϕ = 0 en M,
∂ϕ
∂η
= νϕ sobre ∂M. (2)
Al igual que en el problema de Dirichlet y de Neumann, en el problema de Steklov se
han hecho estimativos geométricos para el primer valor propio; por ejemplo, en dominios
del plano están los trabajos de Weinstock [14], Kuttler y Sigillito [9] y Payne [12]; en
variedades Riemannianas tenemos los trabajos de Escobar [3, 4, 5], Wang y Xia [15],
[16] e Ilias y Makhoul [8].
Para métricas rotacionalmente invariantes ds2 + f2(s) dw2, en la bola n-dimensional,
Br, r > 0, Escobar [2] demostró que, en coordenadas polares, la primera función propia
asociada al primer valor propio de Steklov se puede escribir en la forma
ϕ(s, w) = ψ(s)e(w),
donde e(w) satisface la ecuación ∆+ (n− 1)e = 0 sobre Sn−1, y ψ satisface la ecuación
diferencial
1
fn−1(s)
d
ds
(
fn−1(s)
d
ds
ψ(s)
)
−
(n− 1)ψ(s)
f2(s)
= 0, en (0, r),
ψ′(r) = ν1ψ(r), ψ(0) = 0.
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Cuando n = 2, la ecuación se puede resolver explícitamente; en este caso ψ tiene la forma
ψ(s) = (Cte)e
∫
s dt
f(t) ,
y por lo tanto el primer valor propio de Steklov es ν1 =
1
f(r)
.
Para dimensiones mayores, n ≥ 3, Montaño [10] demostró que si la curvatura de Ricci es
no negativa sobre Br y la curvatura media h(r) es mayor que cero sobre ∂Br, entonces
ν1 ≥ h(r).
Con un argumento distinto al anterior, y curvatura de Ricci no positiva, Montaño [11]
demostró que
ν1 ≤ h(r).
En este artículo, para métricas rotacionalmente invariantes en la bola n-dimensional Br
encontramos una cota superior y una cota inferior para el primer valor propio del proble-
ma de Steklov, cuando la curvatura de Ricci es no negativa y no positiva, respectivamente.
2. Preliminares
2.1. Métricas rotacionalmente invariantes
Sea Sn−1 ⊂ Rn la esfera unitaria n-dimensional; llamaremos parametrización estándar
de Sn−1 la parametrización
y(w) = y(w1, · · · , wn−1) (3)
= (x1(w), · · · , xn(w)),
donde
x1(w) =
n−1�
j=1
senwj ,
xi(w) =
� n−1�
j=i
senwj
�
coswi−1, i = 2, · · · , n− 1,
xn(w) = coswn−1.
En esta parametrización la matriz de la primera forma fundamental tiene la forma
G˜(w) =






g˜11 0 · · · 0 0
0 g˜22 · · · 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · g˜n−2n−2 0
0 0 0 · · · 1






,
g˜ii(w) =
n−1�
j=i+1
sen2 wj , i = 1, ..., n− 2. (4)
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Si consideramos coordenadas polares en Rn, todo punto x ∈ Rn se puede escribir en la
forma
x(s, w) = sy(w),
con s ≥ 0, siendo y(w) la parametrización estándar de Sn−1 dada en (3).
Definición 2.1. Diremos que g es una métrica rotacionalmente invariante sobre Rn si en
coordenadas polares se puede escribir en la forma
ds2 + f2(s) dy2, (5)
donde dy2 representa la métrica usual sobre Sn−1 y f es una función suave con f(0) = 0
y f ′(0) = 1.
Sobre la bola n-dimensional Br(0), diremos que g es rotacionalmente invariante si además
satisface la condición
f(s) > 0 para 0 < s ≤ r.
Si g es una métrica rotacionalmente invariante y G es la matriz de la primera forma
fundamental asociada a la parametrización x(s, w) = sy(w), entonces
G(s, w) =




1 0 · · · 0
0 f2g˜11 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · f2g˜n−1n−1



 .
Puesto que la conexión de Levi-Civita está determinada por la relación
�DYX,Z� =
1
2
(X �Y, Z�+ Y �Z,X� − Z �X,Y �
− �[X,Z], Y � − �[Y, Z]X� − �[X,Y ], Z�), (6)
entonces para los campos coordenados, correspondientes a la parametrización dada por
x(s, w) = sy(w), tenemos
D ∂x
∂s
∂x
∂s
= 0, (7)
D ∂x
∂wi
∂x
∂s
=
f ′
f
∂x
∂wi
, (8)
g
�
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
,
∂x
∂s
�
= −ff ′g˜ij , (9)
g
�
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
,
∂x
∂wk
�
= f2g˜
�
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
,
∂y
∂wk
�
, (10)
Γkij = Γ˜
k
ij , 1 ≤ i, j, k ≤ n− 1. (11)
D˜ denota la conexión de Levi-Civita asociada a la métrica g˜ de Sn−1, y Γkij y Γ˜
k
ij denotan
los símbolos de Christoffel de las conexiones D y D˜, respectivamente.
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2.2. Gradiente
Sea ϕ una función suave sobre (Br, g), donde g es una métrica rotacionalmente invariante
y Br está parametrizada por x(s, w) = sy(w). Entonces el campo gradiente está dado
por
∇ϕ =
∂ϕ
∂s
∂x
∂s
+
n−1∑
i=1
gii
∂ϕ
∂wi
∂x
∂wi
.
De la ecuación anterior se deduce que
|∇ϕ|
2
=
(∂ϕ
∂s
)2
+
1
f2
n−1∑
i=1
g˜ii
( ∂ϕ
∂wi
)2
=
(∂ϕ
∂s
)2
+
1
f2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2 ,
donde ∇ denota el gradiente sobre Sn−1.
3. Curvaturas
3.1. Curvatura media
Si (Br, g), r > 0, es la bola n-dimensional con centro en el origen y dotada con una
métrica rotacionalmente invariante g, entonces la curvatura media sobre su frontera está
dada por
h(r) =
f ′(r)
f(r)
.
En efecto, puesto que ∂x
∂s
(r, w) = y(w) es normal unitario exterior a la frontera de Br, la
identidad (8) implica que
g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂s
,
∂x
∂wi
)
= g
(f ′
f
∂x
∂wi
,
∂x
∂wi
)
=
(f ′
f
)
g
( ∂x
∂wi
,
∂x
∂wi
)
,
y como consecuencia la curvatura media h(r) está dada por
h(r) =
1
n− 1
n−1∑
i=1
g
( ∂x
∂wi
,
∂x
∂wi
)−1
g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂s
,
∂x
∂wi
)
(12)
=
f ′(r)
f(r)
.
3.2. Curvatura seccional radial
La curvatura seccional en la dirección radial está dada por
K
( ∂x
∂wi
,
∂x
∂s
)
=
−f ′′(s)
f(s)
, i = 1, ..., n− 1. (13)
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Demostración. De (8) se sigue que
g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂s
,
∂x
∂wi
)
= ff ′g˜
( ∂y
∂wi
,
∂y
∂wi
)
.
Derivando en la dirección radial y despejando obtenemos
g
(
D ∂x
∂s
D ∂x
∂wi
∂x
∂s
,
∂x
∂wi
)
= −g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂s
,D ∂x
∂wi
∂x
∂s
)
+(f ′)2g˜
( ∂y
∂wi
,
∂y
∂wi
)
+ff ′′g˜
( ∂y
∂wi
,
∂y
∂wi
)
= −g
(f ′
f
∂x
∂wi
,
f ′
f
∂x
∂wi
)
+ (f ′)2g˜
( ∂y
∂wi
,
∂y
∂wi
)
+ ff ′′g˜
( ∂y
∂wi
,
∂y
∂wi
)
= ff ′′g˜
( ∂y
∂wi
,
∂y
∂wi
)
.
La igualdad (7) implica que
g
(
D ∂x
∂wi
D ∂x
∂s
∂x
∂s
,
∂x
∂wi
)
= g
(
D ∂x
∂wi
0,
∂x
∂wi
)
= 0,
y por lo tanto
K
( ∂x
∂wi
,
∂x
∂s
)
=
1
g
(
∂x
∂wi
, ∂x
∂wi
)
{
g
(
D ∂x
∂wi
D ∂x
∂s
∂x
∂s
,
∂x
∂wi
)
− g
(
D ∂x
∂s
D ∂x
∂wi
∂x
∂s
,
∂x
∂wi
)}
=
−ff ′′g˜ii
f2g˜ii
=
−f ′′
f
. 
3.3. Curvaturas seccionales no radiales
Las curvaturas seccionales no radiales K( ∂x
∂wi
, ∂x
∂wj
), i �= j, están dadas por
K
( ∂x
∂wi
,
∂x
∂wj
)
=
1− (f ′(s))2
f2(s)
. (14)
Demostración. Empezaremos por encontrar una relación entre los tensores de curvatura.
De la caracterización de la conexión de Levi-Civita (6) se tiene
g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wi
,
∂x
∂wj
)
= −
1
2
gii,j ;
entonces, derivando con respecto a ∂x
∂wj
tenemos
g
(
D ∂x
∂wj
D ∂x
∂wi
∂x
∂wi
,
∂x
∂wj
)
+ g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wi
, D ∂x
∂wj
∂x
∂wj
)
= −
1
2
gii,jj .
Con un argumento similar se tiene
g
(
D ∂x
∂wi
D ∂x
∂wj
∂x
∂wi
,
∂x
∂wj
)
+ g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
, D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
)
=
1
2
gjj,ii.
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De las dos últimas ecuaciones obtenemos
R
( ∂x
∂wi
,
∂x
∂wj
,
∂x
∂wi
,
∂x
∂wj
)
= g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
, D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
)
− g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wi
, D ∂x
∂wj
∂x
∂wj
)
(15)
−
1
2
(gii,jj + gjj,ii).
De forma análoga para Sn−1 se deduce
R˜
( ∂y
∂wi
,
∂y
∂wj
,
∂y
∂wi
,
∂y
∂wj
)
= g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
, D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
)
− g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wi
, D˜ ∂y
∂wj
∂y
∂wj
)
(16)
−
1
2
(g˜ii,jj + g˜jj,ii).
Puesto que gii,jj = f2g˜ii,jj , de las ecuaciones (15) y (16) se obtiene
R− f2R˜ = g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
, D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
)
− g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wi
, D ∂x
∂wj
∂x
∂wj
)
(17)
− f2
{
g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
, D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
)
− g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wi
, D ∂y
∂wj
∂y
∂wj
)}
.
Por otro lado tenemos:
g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
, D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
)
= g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
,
∑
k
Γkij
∂x
∂wk
− ff ′g˜ij
∂x
∂s
)
=
∑
k
Γkijg
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
,
∂x
∂wk
)
− g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
, ff ′g˜ij
∂x
∂s
)
=
∑
k
Γ˜kijf
2g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
,
∂y
∂wk
)
+
(
ff ′g˜ij
)2
= f2g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
, D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
)
+
(
ff ′g˜ij
)2
,
es decir
g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
, D ∂x
∂wi
∂x
∂wj
)
= f2g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
, D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wj
)
+
(
ff ′g˜ij
)2
. (18)
Similarmente se deduce que
g
(
D ∂x
∂wi
∂x
∂wi
, D ∂x
∂wj
∂x
∂wj
)
= f2g˜
(
D˜ ∂y
∂wi
∂y
∂wi
, D˜ ∂y
∂wj
∂y
∂wj
)
+ (ff ′)2g˜iig˜jj . (19)
De las ecuaciones (17), (18) y (19) se llega a
R− f2R˜ = −(ff ′)2
∣
∣
∣
∣
∂y
∂wi
∧
∂y
∂wj
∣
∣
∣
∣
2
. (20)
Dividiendo la relación obtenida entre los tensores de curvatura por
∣
∣
∣
∣
∂x
∂wi
∧
∂x
∂wj
∣
∣
∣
∣
2
= f4
∣
∣
∣
∣
∂y
∂wi
∧
∂y
∂wj
∣
∣
∣
∣
2
(21)
Vol. 32, No. 2, 2014]
124 O.A. Montaño Carreño
y despejando, obtenemos
K =
R
�
�
� ∂x∂wi ∧
∂x
∂wj
�
�
�
2
=
1
f2
R˜
�
�
� ∂y∂wi ∧
∂y
∂wj
�
�
�
2 −
(f ′)2
f2
=
1
f2
K˜ −
(f ′)2
f2
=
1− (f ′)2
f2
. 
4. Resultados
Antes de enunciar y demostrar los resultados principales de esta sección, debemos hacer
la siguiente observación que será importante para dichas demostraciones.
Observación 4.1. La curvatura de Ricci no negativa (respectivamente no positiva) impli-
ca que las curvaturas seccionales radiales son no negativas (respectivamente no positivas).
Para esto basta observar que
Ricci
�
∂x
∂s
,
∂x
∂s
�
=
n−1�
i=1
R

∂x
∂s
,
∂x
∂wi�
�
� ∂x∂wi
�
�
�
,
∂x
∂s
,
∂x
∂wi�
�
� ∂x∂wi
�
�
�


=
n−1�
i=1
K
�
∂x
∂wi
,
∂x
∂s
�
= −(n− 1)
f ′′(s)
f(s)
.
4.1. Curvatura de Ricci no negativa
Teorema 4.2 (Cota superior). Sea (Br, g) una bola en Rn (n ≥ 3) dotada con una métrica
rotacionalmente invariante. Supongamos que Br tiene curvatura de Ricci no negativa.
Entonces el primer valor propio para el problema de Steklov ν1 satisface
ν1 ≤
�
r
f(r)
�n+1
1
r
.
La igualdad se tiene solamente para la métrica estándar de Rn.
Demostración. La curvatura seccional radial no negativa implica f ′′(s) ≤ 0 y por lo tanto
f ′ es una función decreciente para 0 ≤ s ≤ r. Puesto que f ′ es decreciente, entonces
1 = f ′(0) ≥ f ′(s), lo que implica que f(s) − s es decreciente, y como consecuencia
0 = f(0)− 0 ≥ f(s)− s, es decir,
f(s) ≤ s. (22)
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De otro lado, puesto que (f − sf ′)′ ≥ 0, entonces (f − sf ′) es creciente, y por lo tanto
(f − sf ′) ≥ (f − sf ′)(0) = 0. La desigualdad anterior implica que ( s
f
)′ = f−sf
′
f2
≥ 0, y
como consecuencia
1 = l´ım
s→0
s
f(s)
≤
s
f(s)
≤
r
f(r)
. (23)
De las identidades (22) y (23) se tiene
∫
Br
|∇ϕ|2 dυg
∫
∂Br
ϕ2dσg
=
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + 1(f(s))2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
fn−1(s)dyds
∫
∂Br
ϕ2fn−1(r)dy
≤
{
r
f(r)
}n−1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + 1(f(s))2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
=
{
r
f(r)
}n−1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + ( s
f(s) )
2 1
s2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
≤
{
r
f(r)
}n−1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + ( r
f(r) )
2 1
s2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
≤
{
r
f(r)
}n+1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + 1
s2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
=
{
r
f(r)
}n+1
∫
Br
|∇ϕ|
2
dυδ
∫
∂Br
ϕ2dσδ
,
donde δ es la métrica estándar de Rn.
Si ϕ es función propia para (Br, δ), entonces es admisible para (Br, g), es decir,∫
∂Br
ϕdσg = 0, y por lo tanto de la caracterización variacional (1) se sigue que
ν1(Br, g) ≤
∫
Br
|∇ϕ|2 dυg
∫
∂Br
ϕ2dσg
≤
{
r
f(r)
}n+1
1
r
. (24)
La igualdad se da si f(s) ≡ s, es decir, g es la métrica estándar de Rn. 
4.2. Curvatura de Ricci no positiva
Teorema 4.3 (Cota inferior). Sea (Br, g) una bola en Rn (n ≥ 3) dotada con una métrica
rotacionalmente invariante. Supongamos que Br tiene curvatura de Ricci no positiva.
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Entonces el primer valor propio para el problema de Steklov ν1 satisface
ν1 ≥
{
r
f(r)
}n+1
·
1
r
.
La igualdad se tiene solamente para la métrica estándar de Rn.
Demostración. Haciendo un razonamiento análogo al usado para deducir las identidades
(22) y (23) se puede demostrar:
f(s) ≥ s, (25)
1 = l´ım
s→0
s
f(s)
≥
s
f(s)
≥
r
f(r)
. (26)
De las anteriores identidades se tiene
∫
Br
|∇ϕ|
2
dυg
∫
∂Br
ϕ2dσg
=
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + 1(f(s))2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
fn−1(s)dyds
∫
∂Br
ϕ2fn−1(r)dy
≥
{
r
f(r)
}n−1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + 1(f(s))2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
=
{
r
f(r)
}n−1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + ( s
f(s) )
2 1
s2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
≥
{
r
f(r)
}n−1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + ( r
f(r) )
2 1
s2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
≥
{
r
f(r)
}n+1
∫
Br
{
(∂ϕ
∂s
)2 + 1
s2
∣
∣∇ϕ
∣
∣2
}
sn−1dyds
∫
∂Br
ϕ2rn−1dy
=
{
r
f(r)
}n+1
∫
Br
|∇ϕ|
2
dυδ
∫
∂Br
ϕ2dσδ
.
Si ϕ1 es función propia para (Br, g), entonces ϕ = ϕ1−a es admisible para (Br, δ), donde
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a =
∫
∂Br
ϕ1dσδ
∫
∂Br
dσδ
, y por lo tanto
ν1(Br, g) =
∫
Br
|∇ϕ1|
2
dυg
∫
∂Br
ϕ21dσg
=
∫
Br
|∇ϕ|
2
dυg
∫
∂Br
ϕ2dσg −
∫
∂Br
a2dσg
≥
∫
Br
|∇ϕ|2 dυg
∫
∂Br
ϕ2dσg
≥
{
r
f(r)
}n+1
1
r
.
La igualdad se da si f(s) ≡ s, es decir, g es la métrica estándar de Rn. 
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